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Retas, pianos e esferas 



AQUECIMENTO 



1. Encontre a equagao cartesiana do piano a nos seguintes casos: 

(a) a contem os pontos A = (1, 0, 0), B = (0, 1, 0), C = (0, 0, 0). 

(b) a contem o ponto A = (1, 1, 1) e a reta 

( x = 1 + 1 

r : < y = 2 1 

{ z = 0 

(c) a contem os pontos A = (1, —3, 1), B = (1, 1, 5), C = (—1, —2, 0). 

(d) a contem o ponto A = (2, 3,4) e e perdincular a reta 




1 - t 

2 + 2 1 
l + 3t 



(e) a contem os pontos A = (1, —3, 1), B = (3, —1, 3), C = (0, —4, 0). 

(f) a contem os pontos A = (1, 1,2) e e paralelo ao piano (3 : 3x + 5y — 7z = 39. 

(g) a contem os pontos i=(l,2,l)eB = (2, 1,3) e e perpendicular ao piano /3 : x + y + z = 2. 

2. Encontre as equagoes parametricas das retas r a seguir: 

(a) A reta r passa pelos pontos (1, —1, 3) e (2, 3, —5). 

(b) A reta re a intersegao dos pianos 3x + y — z = 3ex + y + z = 7. 

(c) A reta r e perpendicular ao piano 2x — 3y + Az = 0 e passa pelo ponto (1, 2, 3). 

(d) A reta r passa pelos pontos (0, 1, —1) e (1, 1, 2). 

3. Verifique se as equagoes abaixo representam uma esfera. Caso afirmativo, determine o centro e raio. 

(a) x 2 + y 2 + z 2 + 4a; + 2y = 4 

(b) x 2 + y 2 + z 2 + 5x — 2y + y/5z = —20 

(c) x 2 + y 2 + z 2 — 2x — 6y + 8z + 4 = 0 

BASICO 



1. Ache o ponto de intersegao da reta r pelos pontos A e B com o piano a que tern n corno vetor normal e passa pelo 
ponto C nos casos abaixo 

(a) A = (1, 1, 1), B = (1, 2, 3), C = (0, 0, 0) e ft = (2, 1, 3). 

(b) A = (1, 0, 2), B = (0, 1, 0), C = (2, 1, 2) e ft = (1, 1, 0). 

(c) A = (1, 0, 0), B = (2, 0, 1), C = (1, -1, 1) e n = (0, 3, 2). 

(d) A = (0, 0, 0), B = (2, 1, -2), C = (-2, 3, -l)en= (1, 1, -2). 

(e) A = (1, -1, 1), B = (-1, 2, -3), C = (-2, 4, 3) e ft = (2, 3, -3). 

2. Ache a reta r que passa pela origern e e perpendicular ao piano a definido pelos pontos A = (2, 3,4), B = (4, 5, 7) e 
C= (3,3,3). 

3. Do ponto (5,4, —7) e tragada uma reta perpendicular a ran piano. Se o pe desta perpendicular e o pouto (2, 2,-1), 
encontre a equagao do piano. 

4. Descreva a reta r que e perpendicular aos vetores u = (1, 2, 3) e v = (2, 3, 4) e passa pelo ponto A = (3, 4, 5). 

5. Ache o ponto P que pertence a reta l por (1, 2, —4) e (0, 1, 0) e ao piano a por (2, 3, —1), (2, 5, 7) e (3, 1, 0). 

6. Mostre que o piano Ax + By + Cz + D = 0 sera paralelo ao eixo OX se, e somente se, A = 0. Conclua fatos similares 

para os casos B = 0 e C = 0. 

7. Verifique se os seguintes ternos de pianos se interseptam segundo um ponto. Em caso afirmativo, ache as coordenadas 
deste ponto 

(a) 2x + y + z = 1, x + 3y + z = 2, x + y + 4z = 3. 

(b) x — 2y + z = 0, 2x — Ay + 2z = 1, x + y = 0. 

(c) 3x + 2y — z = 8, 2x — 5y + 2z = —3, x — y + z = 1. 
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PARA CASA 
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Sejam A = (0, 0, 0), B = (1, 2, 2), C = (1, 1, 0), seja ot\ o piano por A, B e C. Seja l a reta por A perpendicular a a. 

(a) Ache unia equagao para a reta l. 

(b) Ache as coordenadas dos dois pontos D i e D 2 de l, tal que DiA = D 2 A = BA. 

Determine a equagao da esfera que passa pelos tres pontos A = (3, 1, —3), B = (—2, 4, 1) e C = (—5, 0, 0), com centra 
no piano 2x + y — z + 3 = 0. 

Encontre o ponto simetrico Q do ponto P = (4, 1, 6) ern relagao a reta 

f x — y — 42 + 12 = 0 
\ 2x + y — 2z + 3 = 0 



Encontre o ponto simetrico Q do ponto P = (1, 3, —4) em relagao ao piano 3x + y — 2z = 0. 
Para que valores A e D a reta 



pertence ao piano Ax + 2y — Az + D = 0. 




Determine os pianos tangentes a esfera S : (x — l) 2 + y 2 + z 2 = 6 que sao perpendiculares a reta r : 



. X — 1 . 



= y = z- 1. 



Obter as equagoes cartesianas dos pianos paralelos all! : x + y — 2z — 4 = 0 que sao tangentes ‘esfera S : x 2 + y 2 + 
z 2 — Ax — 2y — 42 + 8 = 0. 

Determine as equagoes das esferas de raio 3 que sao tangentes ao piano II : x + 2y + 2z = — 3 no ponto P = (1, 1, —3). 



Obtenha a equagao cartesiana do piano que contem a reta r : 
centra em (0, 0, 0) e raio 7. 



x + y + z = 0 

2x — 6y + 3z — 49 = 0 



e e tangente a esfera S de 



A intersegao de uma esfera S com o piano II xy e a circunferencia de equagao x 2 + y 2 — 2x — 4y — 3 = 0. Se (3, 4, 2) € S. 
determine a equagao de S. 

Mostre que a reta r = {(4f + 4, 3t + 1, t+ 1); t6R}e tangente a esfera S : (x— l) 2 + (y + 3) 2 + (z + 1) 2 = 3 e determine 
a equagao do piano tangente a esfera S que contem r. 

Considere a esfera S : x 2 + y 2 + z 2 — 2x + 3y — 6z — 5 = 0 e o piano II : 5a; + 2y — z = 3. Mostre que S fl II e uma 
circunferencia e determine seu raio e centra. 



Os pontos A = (3, —2,5) e B = (—1,6, —3) sao as extremidades de urn diametro da circunferencia C que passa pelo 
ponto D = (1, —4, 1). Determine o centra e o raio de C, e o piano no qual C esta contida. 

Determine os valores maxirno e nhnimo atingidos pela expressao x — 2y+z, quando (x, y, z) percorre a superficie esferica 
S : x 2 + y 2 + z 2 = 6. 



9 




